
林統研誌 10'85

線形システムとしての林分の生長

箕輪光博＊

§ 1 はじめに

近年，自律形成とか自己体制化 (self-organization)という言葉を耳にするようになった。 Haken

(4) によれば，自己体制化とは，あるシステムが．外部から加えられた力（外力）を自己のシステ

ム内に取り込み内在化させて行く過程である。たとえば，ある力学系に対して，外力F(t)が加わると，

システムを表現する式は

音＝一a:i+F(t) (a>O) 

となるが．このF(t)を別の微分方程式

評＝bx+c・F・ 

(1) 

(2) 

で表わすことにより，二次元のシステムという形で外力を「内在化」させるのだという。これは実に

興味ある考え方であり．システムが外力圧を次々と包摂して次元を高くしていく過程や他のシステム

を併合して行く過程を説明する一つの手がかりになると思われる。

ところで．筆者は、ここ数年，林分因子相互の生長関係を一つのシステムとみる立場から．自己椙l引

(self -thinning)林分についての生長解析を進めてきた。 self -thinningという概念は上述の self-

organizationと必ずしも同じ概念ではないが．システム論的には両概念の間にBerta!anffy (1)のい

う「論理的相同」や「同形性」がみられる。

そこで，本報ではまず， システムの自己体制化という観点から．自己間引林分の生長モデルと間伐

林分の生長モデルとの論理的関係を述べる。ついで，本システムモデルと関係のある竹内 (33),

Pienaarら (27), 阪上 (29),西沢ら (25),森田(16).南雲ら(19).鈴木 (32). 篠崎ら (31).

Garcia (2)らのモデルをとりあげ．システムモデルとしての得失を論ずる。

なお，私信を通じて多くの示唆と文献を提供していただいた宇都宮大学の内藤健司講師．東京大学

の白石則彦氏．国立林試九州支場の森田栄一氏，ニュージーランド国立林試 (FRI)のGarcia,0氏

の諸氏に深く感謝する次第である。

2 自己間引林分の生長モデル

林分の本数密度は，時間の経過とともに減少していく。特に林分閉鎖後の密度減少は主として種内

競争に起因しており．通常自己間引 (Self-thinning)と呼ばれている (35)。この自己間引は，森林

の自己調節過程の典型的な例である。最近，この自己間引林分の生長に関して，自然問引の 3/2乗則
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(34)を出発点とする理論的研究が．穂積（6.7),筆者(13,14, 15), 内藤 (20,21, 22）．原（5)

らによって進められつつある。研究の中心テーマは．減少する個体密度と増大する個体の大きさとの

関連を定量的に明らかにすることにあり，基礎となる生長曲線としてLogistic曲線（穂積）， Richards

関数（内藤）． Gompertz曲線（原，筆者）などが用いられている。筆者と原の生長モデルは．発想の

経緯や導き方に多少の相違はあるが．帰着したところは．同じ対数線形の連立微分方程式系である。

筆者は．従来のMitscherlich曲線との対比を鮮明にするために．これをLog-Mitscherlich系（略し

てLog-M式系）と呼んでいる。その一例を示すと，

dx1 
訂＝allX1 

音＝a21X1+a22石
告＝a31凡＋a3凸＋a33石

(3) 

(4) 

(5) 

となる (15)。ここで，平均高，本数密度，平均直径をとれぞれ， H, N, Dとするとき，

x1=In（出／H), H*=limH  (t) 
t →~  

花＝In(NIN*), N戸 limN(t)

巧＝In(D*/D), D戸 limD(t)

である。

X1, X2,ちは，常に正でかつ時間とともにゼロに収束（減衰）するように， H,N, Dの収束値H和

ぷ，込をもとに加準化された量である。したがって，対角線上に並ぶパラメータ a11, a22, a33はす

べて負である。以上をまとめてかくと，

dX 
-=AX  
dt (6) 

となる。ただし， X=(x1,x2,ち）
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である。

次に．三角行列Aの意味を考えよう。まず，（3）式から分かるように，丸は単独に指数型の微分方

程式に従い，その解は

X1=x10exp(a11 (t-t0）〕
(7) 

となる。これは，元の変数Hに変換すると，

lnH=lnHd 1-L・exp国(t-t O）〕｝
(8) 

となるので，平均高Hの対数は， Mitscherl ich式に従うことが分かる。ただし，初期値関係は

{ Xn= x(to)=ln（出／Ho)

H。=H(to)
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l L= X10/1nH* 

である。また，（8）式は． Gompertz曲線

H=H＊幽） exp〔知（t-t。)〕
H* 

の形に書くこともできる。

(9) 

このように，平均高Hは単独に指数型の微分方程式に従うわけであるが，これはあくまでも収束値

出が他の因子の影響を受けないとした場合の話である。もし，出がNやDの関数であるなら，（3）式

から

dlnH 
万＝InH*-au ClnH*―lnH) 

=InH* (1-a11) + auinH 

であるので．パラメータ項にNやDが入り． NやDの「フィードバック」を配慮せねばならなくな

る。たとえば． H*=a•N/Iとすると．

dinH 
方＝1na+¢ •InN(1 -au） ＋吐lnH

となる。これは． Xぃ X2で表わすと

告＝a凸＋a12X2

となり． Aは三角行列から

（： ： ：） （＊印は非ゼロ要素）

＊ ＊ ＊ 

の形に移行する。

以上の説明から， H*, D*, N＊などの非同次項を，ベキ関係を介して他の因子に関係づけると，

行列Aの＊要素が増えていくことがわかる。そこで再び，三角行列の場合に戻って，（3）式と(4)式の関

係について考えよう。 (4)式をX2のみの微分方程式とみたとき， 021X1は非同次項である。つまり，こ

の非同次項はX1に比例して変化する。ところで，（7）式より X1=X＂奴p〔 a11(t-t0）〕であるから，

(4)式は，

告＝a22x2+ b • exp国(t-t O）〕 UO) 

となる。ただし， b= a21 • X10である。

a11< 0, a22< 0であるので， u0)式はX2の変化率が状態変数X2自身に比例して減少する部分と直
接時間tに依存して指数減少する部分の和で表わされることを示している。 X2を元の変数Nに戻す

と
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d!nN 1 dN ＝． 
dt -N dt 

= a22 OnN*―InN) + b • exp〔a11(t -t。）〕

であるから，本数密度Nの相対変化率はそれ自身Nに依存する部分と直接時間に依存する部分の和か

ら成っていることがわかる。さらに，（10)式の指数関数項をF(t)とおくと，

音＝ a22む＋F（t) (11) 

となり，形式的に(1)式と一致する。したがって，このF(t)を一種の外力とみなすことができる。換

言すれば，平均高HがF(t)という形をとって本数密度Nに作用しているわけである。

さて，（11)式は一般に非自律系 (28) の微分方程式と呼ばれており， F(t)＝一定の自律系の場合よ

り系としては複雑である。すなわち， F(t)＝一定の自律系の場合には，（11)式はMitscherlich型の微

分方程式となり，その解は Khilmi(35)の自己間引曲線

I nN =A+ B • exp〔年（t-t。)〕

あるいは

N=N*僅） exp〔年（t-t。)〕
N* 

(A, Bは正の定数） (12) 

に一致する。ただし． N。＝N(t。).N*=limNCt)である。これに対して．本節の例のように，外力
t→エ

F (t)が，

F (t) = b • exp〔知（t-t o）〕

なる単純な指数関数に従う場合には．解曲線むは二つの指数関数の重ね合わせとなるので， 本数密

度Nも

lnN=A'+B'exp(a11 (t-t。）〕十C'exp〔年（t-t。)〕 (13) 

と表わされる。なお， lnNの解が二つの指数関数の重ね合わせになること，換言すればNが二つの

Gompertz曲線の積になることについては，筆者はすでに線形代数の観点から組織的に扱っているの

で文献（14,15)を参照されたい。

以上，（13)式と(14)式を連立させると， lnNは非自律系の特殊な場合に帰着し，その解は(13)式で表わせ

ることがわかった。 (13)式は（12)式つまり Khilmi式の拡張になっている。次に，同様の論理を(3)式と(5)

式に適用すると，

告＝aa1• X1oexp〔仰（t-t。)〕十a32石＋ a33石

となり，やはり非同次項に指数関数を含む特殊な非自律系の例が得られる。これを元の変数D （平均

直径）で表わすと，む＝In(D*/ D)であるから，

旱＝上．却
dt -D dt 
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=a+ (iexp (a 11 (t -to）〕十 r・ lnN+ aaalnD (14) (14) 

となる。ただし， a,/i, rは定数である。これは．平均直径Dの相対生長率が．時間に直接依存す

る部分と状態変数NとDに依る部分から成ることを示している。換言すれば，平均高Hが指数関数と

いう形を介して， Dの生長に影響を与えているわけである。さらに，本数密度NもHとともにDの生

長に関係している。そもそも行列Aが三角行列であるという意味は． HがNに作用し．さらにHとN

が一緒になってDに働くということである。模式的に示せば．

FI 
H~N 

F3¥/2  
D 

となる。ここで，凡と凡は，それぞれ(8)式の定数倍として定まる（働き先NとHに応じて）外力で

ある。また凡は（13)式の定数倍として定まるDに対する外力である。したがって， Dに対する外力は，

F(t）＝凡（t)＋凡(t)

となり，このF(t)を用いると，平均直径Dに関する微分方程式は，

音＝a33Xけ凡（t)＋凡(t)

= a33 X3 + F (t) (15) 

となる。これはやはり(1)式と同じ非自律系の微分方程式である。

以上，三次元log-M式系の特殊な場合，すなわち行列Aが三角行列の場合の例にとり， NとDの

方程式が単独の非自律系に帰着できることを示した。それでは逆に，（11)式と(15)式からH,N, Dに関

する三次元システムを構成できるであろうか。明らかに，各外力F1(t), Fi (t), F3 (t)をH,N, 

Dの関数として表わすことができればそれは可能である。このように，外力を他の状態変数の関数と

することは．まさしく Hakenのいう「外力の内在化」の論理そのものである。たとえば，（11)式で．

F(t) =a'•H/J’=a21X1 U6) 

とおけば，平均高Hは内在化されて． Nとともに二次システムを構成する。これが(3)式と(4)式の関係

である。次に． U5)式で
I I 

F (t)=<t, '•Hfl'Nr'= aa1 Xi+  a32 X2 聞

とおけば， HとNは内在化されてDとともに三次元システムを構成する。この手続きは論理的には無

限に続けることができる。換言すれば，（16)式や(1り式のごときベキ乗関係で結ばれている林分因子は，

いつでもlog-M式系の一員になる資格を有し，同時にシステムの次元を引き上げる役割をはたして

いる。たとえば，相対幹距ふは

100 
ふ＝
H v'f.,「

と定義されるが，新たに X戸 In(S,IS,*) なる変量を導入すると，前述のX1とX2を用いて

へ＝ヘー百石
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と表わされるので，へは log-M式系の新しい状態変数となる。一般的にいえば，ある一群の林分因

子が行列Aで表現される log-M式系に従い，他方別の一群が行列Bで表現される log-M式系に従

うとし．両者のある林分因子の間に．たとえば

Y= P・Xq (P, qはパラメータ）

なるべき関係を想定すれば．二つのlog-M式系は統合されて高次のシステムに移行する。 このこと

を模式的に示せば．

〔〔□［A: ] : 
となる。天然林や複腑林の生長を扱う一つの方法として，樹種別あるいは林冠層別にシステムを記述

し然る後統合するやり方が考えられる。 Moser(18)やLeary(12)の論文中にその一例がみられる。

さて．これまでに述べてきた log-M式系は自己間引林分の生長モデルである。しかし，収穫表の

H, N, D関係を調べてみると， log-M式系の特別な場合に帰着できる収穫表が多い(15,26)。特

に，秋田地方スギ林分収穫表 (26)のように．調製の際に

H=aDb 
(a, b, a', b'はパラメータ）

N= a'D-b' 
(18) 

なるベキ関係を仮定している場合には，行列Aが対角行列でしかも対角要素 (a,i, i=1, 2. 3) が

すべて等しいという最も単純な log-M式系でH, N, Dの時間的変化を記述できる(15)。なお，行

列Aの形と(18)式のごとき「軌道」（トラジェクトリ）との関係については．文献(15) を参照された

い。したがって，一定の方針の下に一定の立木度を保って施業がなされている現実の林分に対して

も． log-M式系を十分適用できるものと思われる。そこで次に．自己間引林分の生長と間伐林分の

生長を， log-M式系を土台に． Hakenのいう「自己体制化」という観点から考えてみたい。

§ 3 間伐林分の生長モデル

間伐は人為による間引であるからまさしく自己間引の対極にある概念である。この間引を一種の外

力とみなせば，間伐後の生長を(14)式または(15)式で表わすことができる。(15)式中の外力凡は(14)式中の

指数関数exp〔a11(t-t0）〕に比例する項であり，また凡は(14)式中のlnNに比例する項なので，ここ

であらためて，

F1Ct)=/3exp〔a11Ct-to）〕

凡(t)=r • lnN 

X=lnD 

とおくと，（14)式は

dX 1 dD 
石・＝b・訂

｝
 

(19) 
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=a+ F1(t) + F2(t) +a33 •X (2()) 

となる。ここで，外力凡は(3)式を介して指数関数として内在化されている量で，間伐とは関係のな

いHのDに対する作用項である。他方凡は． NのDに対する作用項で，間伐後の林分密度lnNに比

例する。したがって，凡は間伐の度に離散的に変化し．一定値にとどまるのは間伐後の一定期間の

みである。つまり9 (20)式は凡＝一定という条件の下での間伐後の生長を記述する生長モデルといえ

る。ここで． F戸一定（N＝一定）という点が大切であり，自己間引モデルと間伐モデルを区別する

岐れ目である。なぜなら．もし凡が(4)式やuo)式のような微分方程式で記述できるとすると．前節の

自己間引生長論に回帰してしまうからである。つまり，本数密度Nは内在化されてlog-M式系内に

取込まれてしまう。これに対して．凡があくまでも林分の密度制御手段としてシステムの外部にあ

る限り，凡を微分方程式等で表現することは不可能であり． Nが完全に内在化されることはない。

これが間伐のシステム論的表現であり．同時に制御手段としての本数密度Nが人間の側にあることの

数学的表現である。

ところで． N＝一定ということは．前節の三次元log-M式系において

生＝上．紐＝0
dt -N dt 

であることを意味するので． システムは，

告＝a荘 1

昔＝a3ふ＋a3山＋F2 ｝
 

(21) 

なる二次元システムに退化している。この場合のシステムの行列は

A= (:：：こ）
である。このように，間伐後の生長モデルは，本数密度Nの変化を無視する分だけシステムとしては

単純になる。逆に． Nがこの二次元システム内に取込まれると．次元は一つ上がり三次元の自己間引

システムが生成される。この関係は． Haken(4)のいう「体制化 (organization)」と「自己体制化

(self -organization)」の関係に類似している。彼は体制化と自己体制化の相違を次のように述べて

いる。

a)体制化

たとえば一群の労働者を考えよう。この場合組織化とか，より正確には組織だった行為とかいうの

は，おのおのの労働者が外から．つまり監督から指示された，はっきりきめられた方法で行動すると

きである。このように規制された行為が連合してなんらかの生産をすると理解される。

b) 自己体制化

いまと同様の過程が，外からの命令がなく，労働者たちがある種の相互理解によって共同し，なん

らかの製品をつくるために各人が自分の職分を果していくというように進むとき，これを自己体制化
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（自律形成）とよぼう。

さて， a）の場合は外力を与えられた固定した量として扱う。微分方程式の形で表現すると(1)式の

ようになり．外力F(t)は非同次項の中にあらわれる。他方 b)の場合は外力F(t)自体が方程式(2)

に従うものとして扱う。このアナロジーに従えば．本節の間伐モデルは外力Nを外から与えられたも

のとして受けとめる a)のケースに，他方前節の自己間引モデルはN自体を(4)式や(13)式の形で記述す

るb)のケースに相当するものと考えられる。間伐は林内の物質とエネルギーの配分．流れを一時的

に撹乱する行為であるが．大規模に林冠を疎開しない限り．林分は数年後に一定の閉鎖状態に戻って

いく。この間伐後の林分の回帰過程を記述するのが(21)式の二次元システムである。つまり，平均高H

と平均直径Dはそれぞれ二次元システムの要素として相互に関連しながら動いていく。

以上は「間伐直後から次の間伐直前」までの林分の生長について述べたものである。これに対して．

通常の収穫表は一定年度ごとに間伐直前あるいは間伐直後の林分の状態を記述している。本節の間伐

モデルが「間伐内」を対象とするのに対し，収穫表（一つの生長モデル）は「間伐間」を対象とする。

間伐林分の生長モデルは常にこの二つの側面を備えているが，「内と間」を明確に区別しておく必要

がある。たとえば，ある収穫表（間伐は 5年ごと）に対して．五種類の間伐ケース

イ） （20, 25, 30年， ・・・・・・）

ロ） (21, 26, 31年， ・・・・・・・）

ハ） (22, 27, 32年， ・・・・・・）

二） (23, 28, 33年， ・・・・・・）

ホ） (24, 29, 34年， ・・・・・・）

を仮想することができる。そして，このイ）～ホ）までのすべての間伐直前のHとDの値をプロット

すると， 1年ごとのH曲線， D曲線が描かれる。収穫表には21,22, 23, 24年時のHやDは記載され

てはいないが，それを想定することは自由なので，結局時間tに関して連続な曲線を想い描くことが

できる。ではこのようにして得られたH, D曲線と間伐後の生長を記述する(21)式の二次元システムと

は同一のものであろうか。これは否である。なぜなら，上記のように収穫表の林齢を無限にきざんで

考えるということは，本数密度Nを時間の連続関数として扱うことになるので，すでに凡＝一定，つ

まりN＝一定の二次元システムを越えているのである。これまでの論法でいえば， NをN(t)と考え

た時点でシステムは一次元あがり，三次元システムに向かっている。このように考えていくと，収穫

表は，前節の自己間引モデルlog-M式系と本質的に同一の論理構造をもっていることがわかる。換

言すれば，収穫表は外力としての本数密度Nを，形式的にH-D二次元システム内に「内在化」させ

たものといえよう。その点は，同じく Nを基本変数にするにしても，密度管理図とは根本的に異なる。

すなわち，密度管理図においては， Nはあくまでも外力であり，制御手段である。

すでに，前節のおわりのところで， log-M式系が既存の収穫表に適合することを指摘した。その

理由は，形式的には， H,N, Dが(18)式のごとき関係を満たすことが多いということに求められる

が，と同時に内容的にいえば，外力Nを内在化させるという論理が両者に共通しているからである。
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すなわち， Nは

昔＝a2の＋ a22石＋叫3

という形で，システム (xぃ X3) に統合される。 (4)式の場合は a23= 0であり，もっとも簡単な場合

は a21= a23= 0である。このとき， Nは単独で Khilmiの自己間引本数曲線(12)式に従う。

§ 4 考察

本節では，竹内， Pienaarら，阪上，西沢ら，森田，南雲ら，鈴木，篠崎ら， Garciaの，主として

本報のモデルと関連があるとみられる間伐モデルをとりあげ， log-M式系との比較・検討を試みる。

竹内（33)は， Khilmi(35)の無間伐林分の蓄積生長式

告＝B(A-Ve) 

を基礎に，間伐林分の蓄積生長式，たとえば

立皆止＝ーB1(Vc-V1) 

を導いた。ここで

Ve：無間伐林分の単位面積当りの蓄積

Vい間伐林分の単位面積当りの蓄積

A, B, B1：定数

である。さらに

X1=A-Vc，石＝A-VI

とおいて変形すると，両式は

昔＝一BX1

告＝（B1-B)X1-B心

となる。つまり

X=(xぃ叩

A= (;B ;1) 
とおけば

dX 
訂＝Ax

b=B1 -B2 

(22) 

(23) 

となる。これは，無間伐林分と間伐林分の蓄積生長が三角行列Aの線形システムとして表現されるこ

とを示している。このように，無間伐林分と間伐林分の蓄積生長関係を対にして扱ったのは我国では

- 9 -



竹内が初めと思われる。しかし，竹内は実際に間伐林分の生長を扱うに当たっては9 (23)式は複雑であ

るとし，無間伐林の生長式四式と同じ形のMitscherlich式

脅＝B'(A'-V1) (24) 

を用いている。その際彼は係数A'が間伐ごとに変わるとしたが， これは間伐ごとに最終到達量A'

を異にする Mitscherlich式を乗り換えていくことを意味する。ただし． B'は不変である。この場合

A'は一種の外力であり，本報の論理でいえば．未だシステム内に内在化されていない。しかし．この

A'を(2.3)式に示すように，無間伐林分の蓄積Vcでおきかえると，外力としてのA'はtの連続関数と

なり．システム内に内在化されてしまう o 筆者の考えでは， A’を一定とみるか， A'をtの関数とみ

るかは単に取扱い上の差にとどまるものでなく．システムとしての本質に関わりがあるように思われ

る。つまり． A'をVeで置き換えたということは，無間伐林分が現実の間伐林分に従属させられたこ

とを意味する。逆にいえば，竹内の間伐モデルは，無間伐の状態を弱い間伐によって微小変化させた

場合の復帰過程を表現するものと解釈できる。したがって，強度の間伐によって林冠を大きく疎開さ

せた場合には， A'をVeで置き換えることは不可能であり（間伐林分に無間伐林分を従属させること

ができない），間伐後の生長はA’＝一定の(24)式で記述されることになろうo このよぅに(24)式はそれ

自体として存在意義を有するのである。竹内は．理論的には 9 (2'2)と（23）式を対にした間伐モデルを提案

し．実際に適用する際に(24)式を用ぃてし辺ゅもこれでは(24)式を間伐モデルとする根拠が乏しいように

思われる。逆に 9 (24)式を間伐モデルとして基礎におき． A'=Vcの特殊な場合として弱度の間伐を論

ずべきではなかろうか。

次に，同じ無間伐林分の生長モデルから出発しながらも．竹内とは逆に． Aを固定しBを変える形

で間伐林分の生長を論じている Pienaarら (27)の研究について紹介する。

まず彼らは．無間伐林分の胸高断面積合計B1をChapman-Richards生長関数を用いて，

B, =A{ 1 -exp〔ーk(t -t。）〕｝
1/(1-m) 

妬）

と表わし，パラメータA, t。. mは植栽密度（Initialdensity又はplantdensity)のいかんにかかわ

らず一定， Kのみが植栽密度に応じて変わると仮定した。たとえば，南アメリカのslashpineの固定

標準地資料に対しては，パラメータ A=337. 5 sq・ ft/acre, t。=2.4years, m= 0. 306のモデルが

適合するとし，パラメータ kごとの比曲線を描いている。さらに彼らは，ある林齢tにおける間伐

直後の比から Kを

k=-ln(l-(B,/A）！ーm〕/(t-t。)

として求め，その後の間伐林分の生長はこの Kと上述のパラメータA, t。. mを有する(25)式で記述

できるとしている。彼らのモデルの特徴は，

イ）無間伐林分の生長モデルを基礎に間伐林分の生長モデルを導いていること。この点では前述の

竹内の考え方や本報のlog-M式を出発点とする考え方に相通ずる面がある。
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ロ）パラメータ kごとの無間伐林分の生長モデルを想定し，その“垂り換え＂として間伐モデルを

導いていること。 A＝一定という最終収量一定則（lawof constant final yield)が前提されてお

り，無間伐林分も間伐林分も等しく同じ上限値Aをもつ。この点は， Bを一定， Aを間伐ごとに

変える竹内の考え方とは逆である。また，間伐ごとに微分方程式の非同次項にあらわれる外力

F(t)（実はこれは解曲線の上限値を規定している）をInNに比例する形で変えていく本報の考

え方とも逆である。

ハ） Kを間伐ごとに変わるとしているので，もし間伐区間を無限小にし， Kをtの辿続関数にする

と：その場合得られる曲線は， Chapman-Richards関数をより一般的な曲線となる。 したがっ

て． Pienaarらの方法を用いて収穫表を作成すると，間伐前もしくは間伐後の81曲線は，図）式を

より一般化したものになろう。

の三点である。最近の伊藤，大隅（8)の研究も Pienaarらの方法と軌を一にしており，今後Richards

関数を基礎とする間伐モデルの研究は一層進展するものと思われる。

以上，竹内とPienaarらの生長モデルを比較しながら，無間伐林分の生長と間伐林分の生長（正確

には間伐後の生長）との結びつきを考察してきた。彼らの考え方や方法の違いは前述した通りである

が，本数密度Nを前面に出しNとVぃあるいはNとB1の関係を明確に論じていないという意味では

両者は共通した面を有する。そこで竹内のモデルを例にとり，本報の間伐モデル構成の立場から本数

密度Nを組み込む方法について考えてみたい。まず次の三つの仮定をおく。

イ）間伐後の蓄積生長式を9 (24)式に外力F(t)を付加した式

吾＝d(A-X) +F (t) 01) 

で表わす。ただし， Xは蓄積， d,Aはパラメータ。

ロ）外力F(t)は間伐ごとに変化し，間伐区間内では不変。パラメータ dは全生育期間を通じて

不変とする。

ハ）外力F(t)を本数密度Nの関数，たとえば

F(t)=b ・lnN 

とする。

閲式のF(t)を(26)式に代入すると，

吾＝d(A'-X)

となり．⑳式の上限値Aは

A'=A+ (b /d) lnN 

切）

(28) 

に転化する。⑳式は間伐後の蓄積生長がパラメータ d,A‘のMitscherlich式に従うことを意味する。

さらに． Nがパラメータ a，めのKhilmiの自己間引曲線

卦lnN)= a OnN*―lnN) 
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に従うと仮定すると，あらためて

X戸 In(N*/N) 

X2 = binN* +dA-X 

とおくことにより． X1と石．つまりNとXに関する二次元システム

d凡
訂 =-ax1

昔＝bx1-dx2 ｝
 

図）

が得られる。これは本節のはじめに述べた竹内のVeと凡に関する二次元システムと形式的に同じで

ある。しかし，内容は全く正反対である。すなわち．竹内の二次元システムは間伐モデルであるのに

対し，ここに新しく導いた二次元システムは無間伐林分の生長モデルである。イ）．口），ハ）の仮定

から導かれる生長式はあくまでも間伐林分のモデルであり，基本式はMitscherlich式である。しかし，

NにKhilmiの自己間引曲線を仮定しN自体を内在化させると． NとXは上述の二次システムを構成

し．対応してXはMitscherlich式を一般化した式に従う。つまり(29)式の第一式から，

X1=石exp〔ーa（t -t。）〕

これを第二式に代入すると

昔＝bx。exp〔ーa（t-t。）〕ーd石

となり．石は非自律系の方程式に従う。これを解けば．解曲線は

x2=a+f)・exp〔ーa(t -t。）〕十 r・exp〔ーd(t -t。）〕

の形の指数関数の一次結合（重ね合わせ）となる。なお(29)式の二次元システムは． X1が対数次元で

Mitscherlich式に従い，らが碁本的にはMitscherlich式に従うという仮定から出発していけるので．

いわばlog-M式系と Mitscherlich式との「混交系」である。そこで，形式的には混交系の例とみら

れる阪上 (29)の生長モデルについて考えてみたい。

阪上は．単木の個体重Wと葉は初の関係を記述する生長モデルとして

dw 
訂＝awL-bw• (a, b定数）

古告＝入（1-軌） （A.凱定数）

を提案している。彼は本モデルを誘導するに当たって．イ）林木の生長は光合成と呼吸によって大部

分決定されることから．モデルはこれらに関係するパラメータを含む必要のあること 口）間伐・枝

打等によって変化する量（葉量など）を考慮せねばならない 等の点を指摘しているが．その際特に

モデルに含まれる仮定は過去に知られている事実にもとづくべきであることを強調している。そのよ

うな観点からよく知られた二つの式．つまり WのVonBertalanffy式． 叫のLogistic式が選ばれたわ

けである。ところで．本モデルは形式的にはWと叫の二次元システムである。本報流の表現でいえ

ば．第一番の式の非同次項a既は一種の外力であり．枝打が断続的に行われる限り．当該木にとって
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は自由にならない強制力である。換言すれば．光合成系の量のコントロールは人間の側にあるわけで

ある。これに対して，叫をLogistic曲線を介して「内在化」させると，葉量処と Wは一つのシステ

ムを構成し．生長は自己体制的になる。なお，次元的には単木レベルと林分レベルの違いはあるが．

(24)式で表わされる竹内の間伐モデルの外力項A'も葉量と密接に関連しているのである。つまり． A'

を間伐ごとに動かすということは．林分全体の葉量を本数密度Nを介して調節しているわけである。

したがって9 (28)式のごとく AをNの関数とすることは．林分全体の葉星をNの関数とすることと同等

であり．さらにそのNを時間の関数として表わせば9 (29)式のようなNとXの二次元システムが得られ

る。形式的にせよ．ここにシステムとして同形性がある。

次に，少し方向を変えて．相対幹距＆を間伐指針とする西沢ら (25)の間伐モデルについて， log-

M式系の観点から考えてみよう。最近西沢らは．「最適間伐計画法に関する研究」と題する研究報告

を発表した。この報告書は．スギとヒノキの無間伐・間伐林分の収益性を経営・保全の面から追求し

たものである。すでに第二節で相対幹距＆がlog-M式系の状態変数になり得ることを述べたが．こ

れを間伐基準とすることにより様々な間伐計画を比較・検討することができる。対数次元で．

1 lnS, =In (100) -lnHー百lnN (30) 

であるから． s=一定のH-N軌道は傾きー 1/2の直線をなす。無間伐モデルの場合には．平均高

Hに増加型のGompertzかMitscherlich式．本数密度NにはKhilmi式（減少型の Gompertz式）が仮

定されている。 HがGompertz式に従う場合．

x=ln(H*/H), y =In (NIN*) 

とおくと．例によって

音＝一a'x，紆＝ーd'y(a', d'はパラメータ）

であり，さらに

100 
z=ln(S,/S,*), Sr*＝広叩

とおくと，図）式より

Z=X —わ

となるので，この場合の無間伐モデルは

昔希（i)=AX

A= (]a o ; ]) 
- 13 -
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となる。西沢らのモデルでは， Sr*=10彩となっており，無間伐林分は時間の経過とともに相対幹距

を減少させつつ最終的に10形の状態に収束していく。

これに対して，間伐モデルは＆を一定に，たとえば20%に保持するように構成されている。つま

り， Sr＝一定（z=一定）の「等相対幹距線」上を林分が推移するように， Hに応じてNを定めてい

くわけである。たとえば，林分が無間伐状態のまま推移し，ある林齢t。でふが20%以下に減少した

とする。ここで初めて間伐が実施される。間伐直後の本数を分。とすると， t。における平均高H。と Sr

=20形から， Nは

貪＝（謡）2＝(。.2巳恥）2

として計算される。(t。+5)年後にはHが増加した分だけふは減少するが，同様の計算を通じてSr

が20%になるように再び間伐が行われる。この間伐の考え方は理解しやすく．間伐本数の決定方法も

簡単である。さらに．本報のlog-M式論からみても理に適っている。というのは，（31)式からわかる

ように．状態変数zはlog-M式系の「出力値」の形をしている。つまり．相対幹距ふの対数はlog-

M式系の出力値であり．これを間伐の指針あるいは制御変数とするのは自然な成り行きである。その

他に出力値としては平均直径Dあるいは断面積平均直径Dbなどが考えられる。実際．西沢らのモデル

では． Dbを

D戸 a・N知 (32) (32) 

の形で記述しており，これもむ＝In(Db*IDb)なる量を導入すれば

zb = r x -PY 

となり， zと同様に Iog-M式系の状態変数もしくは出力値となる。ここで． Db*=IimDbである。

他方森田(16)は．形状比の逆数D/Hと収量比数Ryの関係を軸に．密度と平均直径Dの関係を論

じている。森田の指摘にあるように．密度の影響を受けるDを分子に，逆に密度に依存することの少

ないHを分母においた方が．密度の違いによるDの変化を直接に表現できるので． DIHを密度管理の

指標とする場合合理的である。森田は．関係式の一例として．

D/H=a-(i •Ry 

あるいは

D/H= a ・Ry/J 

を提案している(16)。さらに， RyとNの関係を平均高Hを介して

図）

N= aI •HfJ 'Ryr' (34) 

の形で記述している。これらの関係式は，ある地位・林齢のHが定まると，収量比数凡を介して，形

状比D/Hつまり平均直径Dと本数密度Nが必然的に決まることを示している。あるいは逆に，林分の

疎密度に応じてD/Hを指定すれば，（33）式より凡が定まり，さらiC(34)式よりNが定まる。この森田の

D/Hを密度管理指標とする考え方は，彼の新しい林分密度管理図（17)の中に生かされており，前述

の西沢らの相対幹距ふを基準とする考え方と対をなすものである。というのは， DIHとふは平均幹
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距Sを介して

DIH=(D/s)•S, 

の関係にあるからである。 ここで，右辺のDisは直径幹距比 (30)

(3.5) 

とも呼ばれている量で 1本当り

の占有面積に対する林木の利用量を表わしている。 したがって， Ds=D/sとおけば． ln(D/H)=ln

Dけ Inふであるのでふと同様log-M式系の状態変数となる。実際．（33）と(34)式から．

DIH= a" NP’'研'

D/Hは

と表わすことができるので． DIHはNやHとともにlog-M式系を構成する。 より正確にいえば． sr

やDbと同様 log-M式系の出力値であり， DIHを制御変数としてlog-M式系をコントロールす

ることができる。以上がlog-M式系からみた形状比D/Hの解釈である。

次に．平均断面積の生長をGompertz式で記述している南雲ら (19)の研究について， log-M式系

の観点から考えてみる。今，平均断面積をgで表わすと． gの生長式は

｝・賢＝a• exp (-c t) + b • ~ 
d (p) 

（拐）

となる。 この式は．実際には，林齢t，立木密度p，平均直径ブから 5年間のgの年平均生長率pg

を求める式として使われている。

d (p) =a. pfl 

ここで， d (p)は

として，立木密度pから一意的に決定される平均直径である。

fi = -0. 5923である・。（初式は，

ct'/3は定数。

（'JI) 

たとえば a=1630.64, 

通常Wimmenauerの法則と呼ばれており，地位と林齢に関係なく成

り立つ。ところで． (36)式は． 地位と林齢によって決定される指数減少項（第一項） と立木密度pごと

に平均直径の相対的隔り (d(p) -d)/d (p)に応じて加減される項（第二項）の二つの部分から成り

立っている。 したがって． かりにある林分が時間の経過とともに．（初式の関係を保ちながら推移する

とすると， ふ＝d(p) であるからその時のgの生長は

；音＝着(fng)= a・ exp (-ct) 

となり． Gompertz式に従う。つまり， ある林分が“埜本線”ともいうべき（打）式上にあるときには．g

はGompertz式．本報でいうところのlog-M式のもっとも単純な場合に従う。

林分のiはd(p) とは異なるので，

しかし一般には，現実

その分だけ対応するgの生長も Gompertz式からずれることにな

る。 (36)式は．時間の経過にともなう林分の連続的な生長を記述するモデルとして提案されているが．

iゃpに連続関数を仮定しない限り， これを解いてgの形を具体的に求めることは不可能である。 し

たがって， (36)式はfJとiの与えられた現実の間伐林分のその後の生長を記述するモデルとして考えた

方がよいと思われる。

竺＝AX
d t 

A= (:a 

なお， gの生長に関しては，筆者(14)は， pとgが二次元のlog-M式系

X=(Xぃ巧）

、

,

i

l
'd
 ゚
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に従うことを． Spurrらのストロープマツの無間伐林分のデータを用いて示した。ここで．

功＝In(p／ら）． X2=In (g*/g) 

である。この場合． PはKhilmi式に．gはGompertz式を一般化した

Ing (t) = ct+ /i ・exp〔ーa(t -to）〕十 r・exp〔ーd(t -t。）〕

の形の生長方程式に従う。また．単位面置あたりの合計量，たとえば断面積合計Gも x2=In (G*/G) 

とおくとき， pとともに．二次元システム

評＝AX, A= (~,a こ）
に従うことを明らかにした(14)。以上のように， log-M式系の立場からgあるいはGの生長曲線

は，対数次元での指数関数の重ね合わせ，元の次元でGompertz曲線の積として表わされることがわ

かる。これは，南雲らのモデルにおける Gompertzの一般化と密接な関係をもっている。

なお私信(1984,9, 14)によれば，著者の一人白石は，（扮）式に代わる式として，平均直径Dに関す

る生長モデル

占・評＝a・e-''+ b (K-PlnP -lnD) 
(38) 

を研究中とのことであるが，これは形式的には第二節の(14)式に一致する。しかし，（38)式は最初から間

伐モデルとして提案されていることやその誘導過程に独特の工夫がなされているので，必ずしも内容

的には同じでない。とはいえ，密度PをKhilmi式などを介して内在化させると．本報の三次元log-

M式系に帰着する。

次に，本数密度Nごとの生長曲線を導き，間伐林分の生長をその“乗り換え”として記述している

鈴木 (32)の間伐モデルについて考えてみたい。鈴木は，いろいろな密度で生育する林木を想定し，

その時間断面での密度と生長の関係を

av/as=h(V-v) 

なる Mitscherlich式で表わした。ここで，

v ：平均立木材積

s :一本当りの平均生育面積

V:十分な生育空間を与えられた場合の平均材積

h:定数

(39) 

である。他方，林木の平均直径の生長は時間要因に対してMitscherlichの法則に従うという見地か

ら，上限値VがBerta!anffyの法則

dV Id t = a • V2'3-f3 • V （船）

に従うと仮定し，この二つの式から Vに関する

v = (a/(3)3{ I -exp (-ks)}{ 1 -exp (-(3//3)}3 (41l 

なる生長式を導いた。この式は， S断面とt断面の生長を同時に表わしている。つまり， S断面（密
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度＝一定）では VはBertalanffyの式に従い，上限値v*

虹＝（aI /3) 3 { 1 -exp (-k s) } 

をもつ。他方， t断面では上限値V

V=(a/{3)3{ 1-exp(-/3!/3)}3 (43) 

を有する Mitscherlich式である。このように，本モデルの特徴は，時間要因tと密度要因 Sを対に扱

い，対応する各上限値v*, Vを対をなす他の要因の関数としていることである。たとえば， 本数密

(42) 

度をPとし． S=l/p, V=V(t)とおくと，（41)式は

v=V(t) (1-e-k'P) (44) 

となり，本式がt断面でのp-v関係式であること， p→0とした時の Vの極限値がV(t)であるこ

とがはっきりする。なお， この場合の収量Yは，

Y=pV=pV(t) (l-e-k1P) (45) 

となり， Pの増加とともにYも単調に増加する。つまり収量は密度の高いほど大きい。特に， Yのt

方向の極限値をy*とすると，（45）式より

Y*＝！匹y(t) = p (1 -e -kip)・limV(t) = p (1 -e -KIP) •(a/B)3 

となり．最終収量Y＊も Pの単調増加関数である。したがって．篠崎ら (31)の最終収量一定則は．鈴

木のモデルにおいては全く否定されている。たとえば．p→ 00のとき Y*=k (a/9)3. P→0でY*=

0である。

次に比較のために． log-M式から導かれる P-V関係について考えてみたい。筆者(14)は．平均

材積 Vと本数密度 Pの関係を自己間引林分について考察し．第二節の三次元log-M式系と本質的に

同じ．

りl=-ax1, x1 =In (p/p*) 
岳 bx1-dx2，x2 =In (v*/v) 

を導いた。本式の関係を， lnP,Invで表わすと，

着（Jnp)=a(Inp*―Inp) 

着（Jnv)=d(InV*―Inv) ｝
 

(46) 

となる。ただし，

InV*=(blnp*+dinv*-binp)/d (47) 

である。また， a, b, d は定数， P* ＝阻~P (t), v*=Iimv (t)である。

さて，見かけ上は，（46)式から lnPとInvがともに上限値InP*, lnV＊の Mitscherlich式に従うこ

とがわかる。しかし，（47)式からわかるように， Vの上限値V＊は Pの関数である。したがって， VはP

の影響を受ける分だけ，つまり本報流の表現でいえば外力F=F(p)=In八を受ける分だけGompertz

式からずれることになる。そこでいま，あらためて，
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F=F(p)=lnA-B・lnP (A, Bは定数）

とおくと，（46)式の第二式から

lnv=F(p) (1-e-d') 

(48) 

(49) 

となる。これは，第三章のごとく Pを与えられたものとしてみれば，p断面の生長方程式である。さ

らに， Pの様々な値を想定し，これを独立変数とみなせば，（49)式は鈴木の（仙式と同様t断面 V-P関

係式と考えることができる。そこで，（48)式を(49)式に代入して 0とPの関係を具体的に求めてみると，

V • P41=K1 (ffi) 

となる。ここで，

b a、=B(1 -e-dl) (B=ず）
-di K、=A(1-e)

である。

（団）式は．吉良ら (9,10)のC-D効果（競争密度効果）のべき乗式と呼ばれるものと同形である。

すでに筆者(13)は，最終収量一定則など二，三の仮定の下で(5())式と全く同形のべき乗式を導いてい

るが．その場合C-D指数と呼ばれる aiは

a戸 1-exp〔ーId (t) dt〕＝ 1-e-dt 

の形をしていた。ただしdは定数。これは本報のべき指数atの式で B=1とおいた場合に相当する。

実際．この場合最終収量一定法則が成り立っていることは，（48)式からもわかる。すなわち，（48l式にお

いて B=1とおくと

F(p)=lnA-Jnp=Jn (A/p) 

であり．したがって Vの上限値をv*とおけば．

V *=Alp 

となる。 Aが定数なので．これは最終収量Pいが一定であることを示している。しかし一般には． B

~1 なので最終収量一定則は成立せず． しかもベキ乗式を導くには必ずしも必要な仮定ではない。っ

まり．ぺき指数atはt→00においてB=b/dに収束するが．これは b=dという特別な場合を除い

て1にならない。したがって．最終収量Y＊も

Y *= pv *= K* • p o-s, (K*= limK,) 

となり，pに依存することになる。

最後に比較のために．．最終収量一定則を前提とする篠崎ら（31)の逆数式について一言したい。競

争密度効果の逆数式は

b=Ap+B w 

w:平均個体重 p:植栽密度 A, B:時間tの関数

(51l 

と表わされる。この式の導き方は原著に詳しく説明されているので，ここではこれまでの論理にした
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がって別の観点から証明することにする。仮定されている生長曲線はLogistic曲線

l dw.  w 
tu・可＝ A(1-副

であるが，これは X=1/W とおくと，

音＝入 (X-x), X叫

となり，ここで単純Logistic(入,Wとも定数）を仮定すると

X=X(l-L•e-•1) 

となる。初期値を X。=x(O) とすると，係数Lは，

L＝ょ二
X 

となるので，これをあらためて上式に代入して整理すると，

x = X (1 -e-AI) + x。e-u 
となる。

次に，例によって(52)式の上限値Xを

X=cp (c:定数）

とおくと，（53）式より

X = C (1 -e -Al) • p + X。e-Al 
となり，ここで XをWに戻せば(51)式の逆数式が得られる。ただし，

A = C (l -e -At), B= X。e-At 

(52) 

(53) 

(54) 

である。

Xが(52)式のMitscherlich式に従うことは， Logistic曲線の逆数線形性を示しているが，これはlog-

M式系の対数線形性に対応している。上記の証明のポイントは，上限値を Pに比例するとおいた点で

ある。これは， log-M式系の(48)式（対数線形）に対応している。またこの仮定は，p• W= l/c =const 

であるので最終収量一定則の仮定そのものである。このように， log-M式のみならず， Logistic曲

線を基礎とするモデルにおいても，本稿で述べてきた外力＝上限値をPの関数とする考え方は共通し

て生きていることがわかる。そのようみていくと， Pを「内在化」するという発想から PとWに関す

る二次元システムが， Logisticのモデルに対しても誘導できる。たとえば， XとPは線形関係にある

から

音＝ k(p*―p)

dx -= b p—入x
dt 

｝
 

邸）

なる二次元ヽンステムを構成する。この第一式から， pはMitscherlich式に従う。他方， Xは二つの指

数関数の重ね合わせとして
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X =a+ /3. e -kl+ r. e -A I 

となるので．その逆数である Wは

1 
w a + /3. e -k'+ r. e -At 

なる一種の拡張Logistic曲線に従う。

(55)式は， pと Xが二次元線形系を構成していることを示しているが，元の変数 PとWの関係でみれ

ば， Mitscherlich式(p)と Logistic曲線(w) との混交系である。このように，様々な曲線を適当な交

換を通じて線形の微分方程式に帰着させ，然る後密度 Pと連立させると，すべて本報のlog-M式系

と同等に論ずることができる。たとえば，上限値Xを(54)式の代わりに

X=c ・P'i' 

とおくと，（53）式より

閲

x=c(l-e→“).P +x。e-AI 
となり，これを元の変量Wに戻すと

上＝A研＋B w 
町）

なる P-W関係式が得られる。これは逆数式(51)式の拡張形であり，（防）式から最終収量y*'ま

Y*= pW=~ (</J ~l) 
C. p'f'-l 

なる Pの関数となり， もはや最終収量一定則は成立しない。なお，このときの Pを内在化させた線形

系は

告＝k(p1*―P1) 
dx 
可＝b釘ー入x

、_
_
 ‘
ー

(58) 

となる。ただし， P1 =p'i'である。これは Pをべき変換した場合の例である。そこで次に，Wをべき変

換した場合について考えよう。いま， Wのべき変換量 X=W―°が(52)または(53)式のMitscherlich式に従

うものと仮定する。これは， WがRichards関数に従うと仮定することと同等である。さらに， Xの上

限値Xが（お）式で表わされるものとする。するとただちに，聞式の左辺の Wをwoで置き換えることに

より，

上＝A•PP +B 
WO 

(59) 

なるp-W関係式が得られる。これは形式的には． Nelder(24)の与えた式と同じである。しかし．

内藤（22) も指摘しているように． Nelderによる誘導方法の詳細は不明である。これに対して．本報

の誘導方法は， WにRichards関数（ XがMitscherlich式）． Xの上限値Xにpのべき関数を仮定して

いるだけであり実に簡単である。この場合も Pを時間の連続関数として，内在化させると(58)式の二次
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元線形系が成り立つ。すなわち， P1はMitscherlich式，凡は二つの指数関数の重ね合わせであるか

ら，元の変数 P, Wはそれぞれ

p=〔P* (1 -L ・ e -k/）〕 1／0

W=〔 l vO 
(a + B. e -KI + r. e -At〕

の形の Richards関数およびその拡張形に従う。なお一般に，

P1=p'P, X=W―〇

Y=(p1, x) 

とおくと，ベクトルyは

げ＝Ay+ b. ::  ~.~:: b□ } 
なる二次元非同次線形系を満たす。これは．線形系を媒介とする Richards関数の一般化であるが．こ

(60) 

の方面の研究についてはすでにGarcia(2)がより一般的な形で行なっている。彼のモデルは

Y1=柘BellNcl2 Hcl3 

Y2= k2 Bc21Nc22Hc23 

Y3 ＝柘Bc31 Nc32 Hc33 

l
l
 

なる新しい状態変数 Y=(Y,,Y2,Yりが，線形微分方程式

げ＝ AY+b 

(61) 

(62) 

を満たすように構成されている。ここで，元の変数B, N, Hはそれぞれ胸高断面積合計，本数密度．

平均高であり， k;. Ci I. C; 2'Ci 3 (i = 1'2'3)は定数である。たとえば，（61)式において丸＝1'

C12=</J, C11=C13=0, k2=l, C21=-8, C22=C23=0, k3=0とおくと，y=(Yぃ兄）＝（N＂.B―0)
となり，（OO）式と同じ形の二次元系に帰着する。このように． Garciaのモデルは． Richards関数を特殊

な場合として含む一般的なモデルである。なお一般に

が＝exp(c lnx) 

であるので．がが線形微分方程式に，つまり XがRichards関数に従うときには． Xの対数lnxはそ

れらとは別の関数に従う。したがって． Garciaのモデルと本報のlog-M式系は通常相容れない。し

かし， C→0なる極限の場合には，

x C -1 
lim =InX 
Cぺ。 c

なので， c=Oのときのべき変換を

x C -l 
=lnx 

C 
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として定義すれば， Garciaのモデルは本報のLog-M式系を含んでいると考えることもできる。

ところで， Garciaのモデルは林分因子間のべき関係を巧みにとり入れた一般的なモデルである。し

かし，彼はモデルの誘導過程においても，またその応用においても3/2乗則や密度と生長の関係に全

く言及していない。この点，同じRichards関数に依拠しながらも，密度と生長の関係を主題として

いる内藤 (20,21, 22)のモデルとは対照的である。彼のモデルの背後には3/2乗則があり，モデル

の分析を通じて3/2乗則線（最多密度曲線）への新しい解釈を与えている。同時に筆者(14)もLog-

M式系の固有値問題に着目し，現実の林分は二つの固有ベクトル（一つは 3/2乗則線，他は密度一定

の軌道）の一次結合で表わせることを示した。このように，内藤や筆者の研究は，過去の知見を踏ま

・えつつ，逆にそれらを新しい角度から見直すという形で進められている。そういう意味では， Garcia

の一般化とは，モデル構成の仕方という点で大きな違いがある。しかし他方で，密度Pを時間の関数

とみている点では，共通した面を有している。密度を時間の連続関数とした場合のw-p関係（軌道，

トラジェクトリー）やt断面での W-p曲線については，最近，穂積（6,7),内藤 (20,21, 22), 

原（ 5)，筆者(13,14, 15) らがそれぞれの立場から一連の研究を展開している。本稿では，主と

して間伐林分の生長モデルに重点をおいたので， Pを内在化させた場合w-p軌道やw-p曲線につ

いては特に言及していない。しかし，（OO)式から時間tあるいは初期値Poを消去すれば，論理的にはW

-p軌道と W-p曲線を導くことができる。この点については，いずれ稿を改めて論ずることにした

し‘°

§ 5 おわりに

本稿は，密度と生長の関係を一つのシステムとして把える立場から，各種生長モデルの統一的記述

を試みたものである。 Richards生長関数， Logistic曲線， Gompertz曲線はいずれも，べき変換，逆

数変換，対数変換を通じて，簡単な線形微分方程式に帰着する。この線形性をうまく利用すれば，こ

れまで別々に論じられてき各種生長モデルを同一の論理の下に統合することが可能である。たとえ

ば，密度効果のべき乗式，逆数式， Nelderの拡張逆数式は，同一の論理から導かれている。

本稿でとりあげた生長モデルは，いずれも何らかの意味でLog.:..M式系に関連のあるものばかり

である。また大部分が林分次元での生長を記述するモデルで•ある。そこでいずれ機会をみて，本稿の

線形システム論が単木次元の生長モデル，たとえば小林（11)の相対生長を軸とするモデルなどにど

こまで適用可能かを考えてみたい。
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