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RICHARDS成長関数のパラメータの推定＊

伊藤達夫＊＊

1.はじめに

RICHARDS成長関数は，わが国では大隅4) によって林学界に紹介されて以来，林木の成長現象

の記述や解析に広く適用されている。そのパラメータは，計算機の発達によって GAUSS

-NEWTON法に基づく最小二乗法5,7.9) を用いて容易に推定できるようになった。

しかし，林学においてこの関数の適用対象となる樹木や林分の成長データは，生育過程の最終

段階までは存在しないことが多く，また，変曲点の現われる以前の初期段階を欠いていることも

まれではない。このような条件下で個々のサンプルに対して単純に最小二乗法を適用すると，デー

タに含まれる誤差によってパラメークの推定値が不規則に変動することがある。単にデータの平

滑化を目的としているのであればそれでもよいが，パラメークの変化に何らかの法則性を見いだ

そうとする場合や，成長予測を行なおうとする場合には，困惑することになる。このような問題

は， RICHARDS成長関数の柔軟性の代償であるパラメータの不安定性から生じる。ここで注意し

なければならないのは，当然のことであるが，残差平方和はバラメータ空間内で連続的に変化し

ているので，最小点の回りにはその値があまり違わない部分が広がっているということである。

つまり，最小二乗推定値はそれなりに意味を持つものではあるが，偶然的に定まった一つの点で

あり絶対的なものではないということである。このことを考慮すれば， RICHARDS関数の応用の

目的によっては，個々のサンプルに対する最小二乗推定値にこだわることは合理的ではないとい

える。

それでは，パラメータの推定値が不安定になることを防ぎつつ， この関数を成長解析や成長モ

デルの構築に活用するにはどのようにしたらよいか。一つの方法は，データから推定するパラメー

タの数をなるべく減らすことである。いくつかのパラメータの値を固定することができれば，残

りのパラメータの推定値は安定する。あるパラメータの平均的な値が多くのあてはめ結果からわ

かっている場合には，それを固定値として用いることができるし，成長要素問に仮定される関数

関係からパラメータの値を決定できることもある。このパラメータの値を固定するという方法は，

成長解析に有効である。例えば，十分成育した段階までのデータがないために成長曲線の漸近値

を示すパラメータの推定値が極端に大きくなった場合には，残りのパラメータの推定値もそれに
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引かれて片寄っているので，それらを他の安定したデークからの推定値と比較することができな

い。ここで， どれか一つのパラメークの値をこの安定したデークからのものと共通であると仮定

することができれば，それを固定値として用いて推定をやり直して，残りのパラメークの推定値

を比較することができる。再度のあてはめによる残差平方和の増大が小さければ， このやり方は

十分正当化されるだろう。

パラメークの推定値を安定させるより合理的な方法は，値が共通なパラメークを持つと仮定さ

れる複数のサンプルを一括して同時に推定を行なうことである。この場合，個々のサンプルは共

通なパラメークによって相互に関連付けられるので，最小二乗法は各サンプルに対する残差平方

和の総和を最小化するように働く。例えば，あるパラメークの平均的な値を求めたい場合には，

個々のサンプルに対する最小二乗推定値を算術平均するよりも，そのパラメークの値が全サンプ

ルに共通であると仮定してこの方法で推定する方が合理的である。また，成長解析に際しては，

共通な値を持つパラメークがあると仮定することができれば，サンプル間の成長の差異を残った

パラメークに集約して表わすことができる。

値が共通なパラメークを持つ複数のサンプルを一括して推定を行なう方法は，このように RI・

CHARDS成長関数の応用に有用であるが，まだ一般的には適用されていない。本報告ではこの方

法の詳細について述べる。以下， まず，推定方法の基礎となる GAUSS-NEWTON法の概要な

RICHARDS成長関数を単一のサンプルに対してあてはめる場合について説明する。次に，複数の

サンプルの場合についても同様に GAUSS-NEWTON法が適用できることを示し，計算機フ゜ログ

ラム作成上の要点を解説する。

2.パラメータ推定の基礎

RICHARDS成長関数は次の式で表される丸

W=A(l-be―kt)110-m) (1) 

ただし， Wは時間tにおける成長要素の大きさであり， A,b, k, mはパラメークである。この

関数の解析的な性質や各パラメークの意味については他の文献1.5.6)を参照されたい。積分定数で

あるパラメーク bはこのままでは扱いにくいので，初期条件を与えると式（1)は次のように変形

できる。

W=A(l-e―k(t-tol)IIO-m) (2) 

W=A[l-{1-(Wo/A)O-m>}e―“]1/(1-m) (3) 

ただし，式(2)においては， m＜1でありt＝んのとき W=Oである。また，式（3)においては，

m>lでありt=Oのとき W=Woである。

通常，パラメークんや W0の値は，デークから直接推定せずに，他のデークから推定したり経験

的に決定した値を固定値として与えることが望ましい。そうすることによって，他のパラメーク

の値が不安定になることを少しでも防ぐことができる。例えば，胸高直径の成長デークに式(2)を
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あてはめる場合には，樹高成長のデータから推定した樹高が胸高に達する年齢にんの値を固定する

ことができる。ただし，サンプルの大きさが小さい場合には，これらのパラメークを不用意な値

に固定すると，他のパラメークの推定値が大きく片寄ることがあるので注意が必要である。

以下，式 (2)の場合について GAUSS-NEWTON法によるパラメークの推定方法を説明するが，

式(1), (3)の場合も同様である。

n組のデーク (W;,t;) U=l, 2,…, n)を含む 1個のサンプルから

W;=A(l-e―l<(lrlo))ll(l-m) + CJ (4) 

ただし， Cj~N(O,が）

と仮定して， 4つのパラメータ

＼

ー
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m

k

to 

（

ー
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x
 

(5) 

を推定することを考える。

式 (4)の仮定より， この n組のデークに対する尤度は

L(A, m, k, to, <52) 

＝（よ）nexp[—麟｛ W;-A (l -e ― k( t,-t o)) 1/(I-m)}2] 

対数尤度は

log L(A, m, k, t。，が）

= l(A, m, k, to,砂

＝—舟log2n一舟log 62_  2ば苫{W;-A(I-e―h<t,-to)) 1/(1-m)}2 

(6) 

(7) 

となる。式（7)の値を最大にするパラメータを求めるのが最尤法であり，そのためには式中の残差

平方和
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f(x)の一次微分▽Iをャコビ行列といい，J(x)を表わす。J(x)はnX4行列で，その要素は次
のようになる。
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ここで

如JA=-(1-e―k(l;-lo))li(l-m) 

飢／Jm=-A(l-e-k(I,-lo))li(l-m) 

X log e(l -e-kU,-to>)/(1-m)2 

砒／Jk=-A(l-e―k(t1-to))ml(I-m) 

X e-k(t,-to)・(l;-lo)/(1-m) 

祝犀＝A(l-e-k(t;-to))ml(l-m)

Xe―k(l,-to).k/(1-m) 
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となる。ただし，JTはJの転置行列である。パラメークの最小二乗定値は，連立方程式（正規方程

式）

▽S(x)=F(x)/(x)=O (14) 

を解くことによって求めることができる。この式に NEWTON-RAPHSON法を適用すれば，以下

の反復公式を得る。

xh+1=XKー｛がS（が）｝ー1▽S（分）

=xk-{JT（パ）J(パ）十2Ij（パ）▽切(Xk)『JT田）／（対）（15)

ここで，添え字Kは反復回数を表わす。式(15)による方法は，二次導関数を必要とし，また，収
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束領域が非常に小さい。

式(15)において， 2fJ（炉）▽切(x'')の項を無視し，ヘッセ行列▽2S（炉）をJT（炉）J(炉）で近似す

ることにすれば，以下の反復公式を得る。

xk+l = xk -{JT(xk)J(xk))-lJT(xk)J(xk) (16) 

これを GAUSS-NEWTON法という．解えにおける残差f（え）が小さい場合や，f(x)が線形に近い

場合，あるいは，fJ(X)▽切（x)が互いに打ち消しあって 2fJ・(x)▽初(x)が小さくなる場合は，式

(16)に基づく方法は効率的である見

式(16)において，パラメータの微調整量のベクトル Xk+l＿分をがとおけば，

が'J1(x")J(xk)=-J〖x")f(xり(17)

適当な初期値 XOから出発して，反復計算の各回においてこの連立方程式を解いて沢を求め， Xh

を補正する。残差平方和の減少量が十分小さくなり，またがの絶対値も十分小さくなったら計算

を打ち切る。反復計算を停止する具体的な基準については，今野・山下2)' 中川・小柳3) を参照さ

れたい。

r(x")J(x")は， 4X4行列であり，その要素は， 0fJ/8A＝似
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ようにすると発散することが少なくなる。

ko= -2log{l - WJIA°)(1-m°)}{tJ-t。°)/2(tJ-t。0)2 (20) 

ただし， wjこA° の成り立つデータは， この計算から除外しなければならない。
収束させることが不可能であるかどうかの判断は困難であるが，多くの場合，パラメーク Aの

固定値を変化させながらあてはめを繰り返し，残差平方和の動きを見ることによって見当をつけ

ることができる。任意のバラメータの値を固定してあてはめを行なうことができるプログラムを

作っておくとこのような場合に役立つ。

3. 複数のサンプルからの制約付きの推定

k個のサンプルがあり， それぞれが n;(i=l, 2,…, K)組のデーク (w、J9ん）(j=l,2,…,n,)を含

んでいるとする。 このデータについて， 次のように仮定する。

W1J=Ai(l-e―ん(lu-lod)li(I-m,) + CzJ 

ただし，

それぞれのサンプルに対する RICHARDS成長関数の 4つのパラメークを
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とし， その推定を考える。

対数尤度は次のようになる。

l(x1, X2, ・・・, Xk, 品， 6ぢ，•• •, 6い
1 k l k 

= --2n,log27[一―~n,log兄
2,'ョ 2,=1 

-l士［土凸{w,J-A,(l-e―k;(lo-loヽ））1/(1-m、)}2]
2 i=1 6 ij=1 

(21) 

Cij ~S(O, 6り）

(22) 

(23) 

分散がサンプルごとに異なり， しかもサンプル間で共通な値をもつと仮定されるバラメークが

ある場合には， この対数尤度の最大化に最小二乗法は適用できず，式 (23)を直接目的関数とする

非線形最適化計算を行なわなければならない。それには困難な数値計算が伴うので， ここでは分

散は全サンプルについて一定とみなすことができるということを前提条件とする。

ここでも最尤法は最小二乗法となる。残差ベクトル /(0)と最小化すぺき目的関数 S(0)は次

この条件によ

り，

のように定義される。

I 
/11 (xi) 

ん(x1)

Wn-A1(l-e-KI(tn-toI))ll(l-m1) 

wl2-A1(l-e―hI(t12-toI)ll(l-m1) 
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/1n,(x1) W1n,-A1(l-e-k1Ct1n1-to,))ll(l-mi) 

/21伍） W21-A式l-e―知(t21-to2))ll(l-m2)

li2伍） W22=Ai(l _ e-k2(t22-lo2))ll(l-m2) 

/(0)= I : = : I (24) 

f2n2伍） W2n,A2(l-e―k2(12n2-lo2))l/(I-m2) 

ん(XI、)Whl-Ak(l-e —k•U•1 -lo•l) !/(I -mり

IK2(XI,) Wh2ーふ(1- e―虹(t.,-t o•l) 1/(1-m•I 

/kn・（ふ） Wkn, ふ（1-e―虹（t●n•- to●))"(1-m.) 

l h ni 
S(0)=-¼ ~ ~{ Wu-A,(1-e―幻(lo-lo1l)ll(l-m1)}2
2 i= 1J = 1 

l h n1 2 
= -22f、.J(x,) 
2 i=1j=1 

(2:i) 

ここで， 0は推定するパラメータのベクトルで，その要素数は，サンプル問で共通な値を持つパ

ラメータや値の固定されるパラメータがある楊合には， kX4より小さくなる。例えば， 3つのサ

ンプルがあり，それらについて，加＝｝｝h=加＝叩o.2, :I), k2主 k：ぅ＝ k(2,:1)と仮定され，t。の値がす

べてのサンプルについて一定値に固定される場合には， 8=(A1,A2, A:1, mo. 2. 3>, k1, k<z. :i/)'・とな

り，その要素数は6である。この場合，ヤコビ行列 1(0)は (n1+n2+n:1)行 6列であり，その内容

は以下のようになる。

゜
a1" 

゜゜
0/11 a/11 

aA1 ＇ amo. 2. 3)' ak1 

aJ12 

゜゜
a/12 af12 

aAI 
， ， 

am(!, 2, 3)' ak1 
， 

af1n, 

゜゜
af,n, 羞

aAI 
， 

＇ amo. 2, 3)' ak1 
， 

゜
羞

゜
a/21 

゜
， 
aA2'  ＇ am(l, 2, 3)' 

](0)= I 

゜
，貌，

゜
a/22 

゜＇ amo. 2, 3)' 

゜
羞

゜
み・2n2

゜
， 
8A2'  

， 
amo. 2, 3)' 

゜゜
巫 a/31 

゜
， 
aA:i, amo. 2, 3)' 

゜

a゚1z1 

ak<2. :l) 

af22 
ak<2. 3) 

a12厄

ak(2,3) 

二
ok(2, a) 

(26) 
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゜゜罰，
8f32 

゜
8f32 

omo. 2, 3)' ak(2,3) 

゜゜羞aA3'  
aJgn3 

゜崖ak(2,3) amc1.2.3)' 

サンプルの種類が異なる（例えば，樹高と胸高断面積）ために分散を一定とみなすことができな

い場合には，何らかの方法で残差をスケーリングする。それには以下のような方法が考えられる。

1)百分率残差を用いる

ん(x,)=l-A;(l-e―ん(tij-toi))ll(1-m,)/w1J

2)各サンプルごとのデータの平均値 Wで割る
ん(x、)={Wリ―A(l-e-Ki(tij-toヽ））＂（ I-mi)}|W

3)制約なしのあてはめによって推定された分散(52*'を用いる

ん(x,)={W、J-A1{1-e-K,(t、,-to、))"(1-m、)}/(62*1)°.5

(27) 

(28) 

(29) 

これらの方法によって残差ベクトルをスケーリングする楊合には，ヤコビ行列の要素の修正が必

要になる。

式 (26)の例からもわかるようしこ，複数のサンプルに対する制約付きのあてはめの楊合，ヤコビ

行列の各列はパラメータベクトル 0の各要素に対応し，その列のパラメータに無関係なサンプル

に対応する行については要素が 0となる。ヤコビ行列と残差ペクトルを作ることができれば，式

(16)と同じ反復公式が適用できる。しかし，サンプル数が増えると，ヤコビ行列を作成すること

は計算機の記憶容量の点から困難になる。例えば， 50本の樹幹解析木のそれぞれについて 10個の

樹高成長データがあり，これらのデークからバラメータ Aの値は木によって異なるが残りのパラ

メータの値はすべての木に共通でありt。の値は 0であると仮定して推定を行なう場合を考える

と，ヤコビ行列の大きさは (50X10)X(50+1+1)となり， 8バイト実数で 208キロバイトの記憶

領域を占める。各行で 0でない要素が入っているのはこの場合常に 3列だけであることに着目す

れば，この行列を 500X3に圧縮して記憶することができる。これは効率的であるように思えるが，

後で内積をとるときに復元に手間をかけなければならないことを考えると，むしろ行列

JT(O)J(O)と『(O)f(O)をデータから直接作成した方がよい。これらの行列は，複数のサンプルに

共通なパラメータがある場合には内容が複数で，式 (:8),(19)のような一般的定義を与えること

はできない。しかし，パラメータに関する制約条件を適切なデーク構造で表わすことができれば，

汎用性のある計算機フ゜ログラムを書くことはそれほど困難ではない。

サンプル数が増えるとすべてのパラメータの初期値を直感的に定めることは難しくなるので，

Kの初期値は先に述べたように計算によって与えた方がよい。サンプルが複数の場合でも式 (20)

をそのまま使うことができる。ただし，複数のサンプルに共通な Kの初期値を求める際には，式

(20)中のパラメーク Aや mの値はサンプルごとに異なる可能性がある。
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4.おわりに

RICHARDS成長関数の応用は，現在，多くのあてはめ結果の帰納的分析の段階から，パラメー

クの値に関して何らかの仮定・制約を設けた成長モデル構築の段階へと進んで来ている。以上に

報告した複数のサンプルからのパラメークの推定方法は，このようなモデルのパラメークの決定

に役立つ。モデルにおける制約条件に応じてパラメークの推定を行なうという考え方は， RICHAR-

DS成長関数を有効に応用していく上で重要である。
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