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ワイブル分布の拡張について

東京農工大学農 上野洋二郎

はじめに

林分構造を明らかにする一つの指標としての直径分布に種々の確率密度関数をあてはめようとする研究

は以前から行なわれてきているが，最近は特にワイプル分布を中心にした研究が多くなってきた。

このワイプル分布は周知のように SwedenのWeibulI (7)によって導入された連続型確率変数の確率分

布であり，従来から部品・装置等の信頼性の分野に利用されている分布である。このような分布になぜ直

径分布が良くあてはまるかについての素朴な疑問は今後解明されなければならない問題ではあるが，この

分布が林業・林学において実用上かなりの長所を持っていることは柿原（2),箕輪（ 3)等が指摘してい

るところであり，今後重要視していかねばならない分布の一つであるう。ところで，筆者は信頼性の分野

における理論からワイプル分布を誘導する過程を勉強する中で，この分布が理論的に正しく導かれた分布

であるにしても，少々部分的に欠ける所があることに気づいた。そこで，この欠点を補完した場合，この

分布はいかなるバラメーターを持った分布となるのか，そしてそのパラメータの推定はどのように決定

したらよいのかを考察した。

2 信頼性の理論からのワイプル分布の誘導

これについては脇本 (6)がかなり詳細に述ぺているので，これに沿って説明してみよう。

ある製品を使い始めて故障するまでの時間をXとする。このXは製品によって様々であるから， xはある

確率分布に従っていると考えられる。そうすると， Xは確率変数であって分布関数をF（X),その確率密

度関数をj(x)とすると， F(X)とj(x)との間には次の関係がなりたつ。

F(x)=「f(x)dx
゜

dF(x) = f(x) 
dx 

（エ三〇）

次に，ある時点ェで微小な単位時間内に故障するもの(J(x))と，その時点で残っているもの (1-F(x))

との比，すなわち r(x)

r (x) = f(x) 
1-F(x) 

を考える。信頼性理論ではこれを故障率と呼んでいる (4)。この r(x)は時間の変化に対応して図ー 1に

示すように 3つの型すなわち初期故障型（ a)と1馬発故障型 (b)及び摩耗故障型(C)に分けられるという。
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゜
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゜
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図ー 1

a: 

゜
a: 

(C) 

さて，この r(x)に次の形すなわち

“'(x) 
j(x) む

r (x) = ~ = ~ = a丑
1-F(x) 1-F（x) 

(a>O,h~ー 1)

なる関係があるとして，この微分方程式を解くと

b+1 

1-F(x)=C。eー｛古｝ェ

となる。分布関数の性質から F(O)=Oより C。=1となり，分布関数F(x)は

ー｛缶｝ X h+1 
F(x)=l-e 

となる。

となる。

さらに (2)式を微分すれば確率密度関数f(x)が得られるから

f（ェ）＝享＝己eー｛古｝ェb+1
dx 

ここで， h+ 1 =P, a=P()-p(8>0)とおくと，（3）式は

X P 
P X P-1 ー（か

f (x) = (-) (-) e 
() () 

(1 

(2) 

(3) 

(4) 

となり，さらにこの式に位置のバラメータを入れれば，我々が林学上で用いているワイプル分布と同

じになる。 ここで， 0'pはそれぞれ尺度，形状のパラメータとよんでいるものである。
ー1

ところで， h+l=Pで， a=P(}

xP 

f(x)=(一） X • -e 
P P —, -(7f) 
(} 

(O>O)とおくと(3)式は

(5) 

となる。 この式は筆者の知る限りではWeibullが提案している式と性質的に同じであり，信頼性の分野

ではこの式が用いられているようである (4)。(4),(5)両式は一見同じように見えるが，最尤法によるパ

ラメータの推定においては相異なった方法となるので注意を要する（後述）。 ところで，このf(x)

叫OOf(x)丘＝ 1にならなければ確率密度関数とは言えない。その為には明らかに b+ l=P >。
でなければならないことは(3)式を積分すればわかるであろう。
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ところで，脇本 (6)が述べたのと同様に r(x)をPと0で表わすと，（4）式の場合では

r （x) =疇＝（f)(t)た 1

となり，（5）式の場合は

r (x) = (?) xp-i 

゜となる。両式とも P>lの時が図ー 1では (C)の場合， P=lでは r(x)= ~となり図ー 1 では (h)に

゜当り， O<P<lの場合は（a)に当ることがわかるであろう。しかしながら， O<P<lの場合を良く検

討してみるに， xが0に近づくにつれr(x)は段々と無限に大きくなることが考えられる。とすると，ヮ

イプル分布においては減少型の場合，時間xが0に近ければ近いほど r(X)が無限大になることを条件づ

けており，（ C)の場合においても xが0の時， r(x)が必ず0になることを条件づけていることになる。

となれば，この分布は r(x)が以上のような動きをする場合においては理論的に適用することが可能であ

るが，そのような動きをしない場合すなわち r(x)が単調に増加あるいは減少する場合において， x=O

の時パ x)がある有限の値をもつ場合においては理論的に不可能となる。それならばこれを可能にさせる

ような分布を見い出すことはできないであろうか。そのことを次にのべてみよう。

3 拡張ワイプル分布の誘導

まず，筆者はその分布を導くモデ）レ式として次式を考えた。

f (x) b 
r (x) = ~ = a (x+a) 

1-F(x) 
(a>O,a~ Q) (6) 

この式はa,h>Oでx=Oの時， r(0) = a abとなって図ー 2の（ a)に示すような型となり， a>o'

h<Oでx=Oの時は r(O)＝含となって (b)に示すような型となる。また， a>o,h=Oでx=O

の時は r(O)=aであり，その場合は（ c)のような型をとる。

r(x) r(x) r(x) 

act,b 

a 

゜
a: 

゜
ェ 0 a: 

(a) (h) 

図ー 2

(C) 
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勿論，（6）式はa=Oとおけば(1)式に鼎着するのであり，このaを新たに設けることによってワイプル分布

のモデルよりもさらに融通のきくモデルと考えたのである。

さて，（6）式は (1)式と同様に微分方程式であるが， h~ー 1 の場合次式

1-F(x)=C,e 
ー｛七｝（x+a)

b +1 

b+1 
a“ 

が得られる。分布関数の性質より F(O)=Oであるから C1=eh+1 となり，分布関数F(x)として

h+1.  h+1 
（元）｛d-（X+(I,) --} 

F(x)=I-e (7) 

が得られる。これをェで微分して確率密度関数f(x)を求めてみるに

h+l h+l 
dF(x) b (Ji¼.) {ao...,_(x+a)o...,} 

f (x)=~=a(x+a) e 
dx 

(8) 

00  

となる。ところで，このf(x)が確率密度関数であるためにはJ;cf(x) dxは 1でなければならないので

゜(8)式の h+ lは正でなければならないことはこの式を0から無限大まで積分する過程で明らかであろう。

次に， h= -lの場合は

1 -F (x) = C2 (x +a) 
-a 

a 
となり，分布関数の性質より F(O)=Oであるから a>oとすると，ら＝ a となり，分布関数F(x)

a..,  -a 
として， F(x)=l-a-(x+a) が得られる。

これをxで微分してj(x)を求めてみるに

dF(x).a,.,-a-1 f (x) =-—= aが (X+ a) 
dx 

00  

となる。このf(x)はff(x)心＝ 1となるので， b＝-1の場合の確率密度関数であるが，その時
0 -

a>oという条件がつくことに注意しなければならない。

さて，（8l式において h+l=P(>O),a=P(}―p(O>O)とおくと

a,p ,X辺 P

f(x)=(0）（っ戸 e 
P x+a P-1 (T) -(万戸

となる。 (9)式において a=oとおくと

f (x) =(万）（か e
p x P-1ー（号）p

(9) 

となり，前述したワイプル分布の式(4)式と同じになる。一方， h+ 1 =P  (> 0), a =P(}―1(O>O) 

とおくと，（8l式は

f (x) = (f) (x + a) P +i e Fl認 (X+a)p) 
(10) 

となり，ここでct=Oとおくと，
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xP 
f（x)=(f)xた 1e勺）

となり，（5）式と同じになる。

以上のように，（9),UO!両式は一応ワイプル分布型であるが，新たに設けたバラメータ aを適当に動かす

ことによってワイプル分布そのものを含めた種々の分布をつくり出す可能性を秘めていると考えられる。

以後，この分布を拡張ワイプル分布と名付けることにする。

4 拡張ワイプル分布におけるパラメータの推定

分布のあてはめにおけるバラメータの推定には積率法による場合と最尤法による場合の二つがあるが，

ここではまず積率法による場合から話を進めていこう。

i) 積率法によるパラメータの推定

確率変数Xが(9)式に示されるような確率密度関数f(x)を持つと仮定すると， r次のモーメント E(X)

は

E(Xり＝fn00ご（E)（ユ旦） P-1e（号）い号）p心
0 (} (} 

である。

ここで， t＝ー（伶）p+（千）pとおくと，

E(Xr)=ioo⑭ ｛（斎）p+ t}ヤ＿ d,〕re-t d, t 
゜となる。ここで， r=lとすると

E(X) =()f。OO｛哨）p+t}~ e-td,t-a 

となり

a,p 
さらに， z＝ (-) + tとおくと

() 

(a p 

E(X) =()e 万）7:,PzJ e-z dZ-<i, 
(7f) 

(p >O,a~O) 

となり，確率変数Xの母平均は不完全ガンマ関数型をもった式となる。一方， r＝2とすると，

.!. 

疇）＝JOO〔〇｛（奇）P+t }P-a) e-tdt 

゜
= {)2 j~{ (jl+t} ~e -tdt-2aof,.00{（f/t }pe-t dt+a2 
0 0 
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となり， Z=（舟）p+tとおくと，
I 

“p  oo 2 d P 
E（炉）＝伊mf zp e-ZrJ,Z -2 a(}e （り［~:p Z p e-z dZ + a2 

（かP (7f)

となる。故にXの母分散釦(X)は

Var~X) =(}2；惰）『二 ZF e-z dZ -2 a(}e（号）pバ；古 dZ十が
（か

-{(}阿1::pZ P e-z dZ}2+2 a(}e （舟『~Pz i e -z dZ-a.2 
（ す）（舟）p

=(}2 e （芍）pf:PZ};zdZ -(}％（舟）灯JOO zbe-ZdZ }2 

（7f)（号）p

となり，これも不完全ガンマ関数型をもった式となる。

ところで， U2l,U3l両式においてa=Oとすると E(X), Var (X)はそれぞれ

E(X)=(}{00 zP e-z dZ=(}噂＋1)

゜

u3) 

U4l 

Var(X) =(J 2f。~ Zfie-z dZ-(J2{jooo Z-}; e-z dZ}2=(J2び（f+1)-{I'叶＋1)} 2)  
(15) 

となり，両式はそれぞれ(4l式なるワイプル分布の母平均母分散の式である。また，その変動係数（c.v.)は

c. v. ＝ん云百/E(X)＝ふた1)-{r(}+1) }ゾr（}+ 1) • (161 

となる。 USl式から標本のC.V．に見合うようなPをガンマ関数表から見つければ，前記(4l式の形状パラ

メータ Pを見い出すことができるのであり，そしてこのPからU4l式の関係によって尺度バラメータ(J

を推定することができるのである。ところが，（9l式をもつような確率変数XについてはU?.l,U3)両式から判

断するにそのバラメータを見い出すのは不可能に近いと言わざるを得ない。何故なら，両式共その中に

不完全ガンマ関数を含んでいるからである。このことはUOJ式をもつような確率変数Xについても同様なこ

とが言えるのである。以上のことから，（9),U())両式の確率密度関数をもつ分布すなわち拡張ワイプル分布

は実際の種々の分布に対して柔軟的に適応できると考えられるが，そのパラメータを積率法によって求

めるには不可能に近いと言わざるを得ないであろう。それでは最尤法による場合はどうであろうか，その

のことを次に述べてみよう。

ii) 最尤法によるパラメータの推定

今，（9l式なる母集団分布から独立に n個の標本値ェ1 9 Xz………，今しが得られたとしよう。その時，

この標本の尤度L(x1,xz……,や (J,P,a)は

n p “P 町＋~lp
L (x, 9エ2…… xn;(J,P,<t,)=)i（一） （ユ旦)p-1g)-(丁)-U7l

t1 (J (J 
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となる。 U'1)式の両辺に対数をとれば，

tnL= ntn（か＋（P-1）出n(xi+a)-n (P-1) tn(}サ（訳）p-白平）p

となり，最尤法の定義から(181式をP,0, aで偏微分して 0とおくと

誓＝芦＋~1 fo(Xげa)-n tnO+n 噌）pt n （舟）ふ（字）伝（字）＝ 0
• =1 V V •=• 

n P 

聖＝ー舟ー n(P{}-l)-p;::1+p皐ご-=
釦nLn p-1 nPaJ'ー1
---= 2 +―  
如 C=1 エt+a {}F 

ー［£ (土）た1
t=I() 
゜
゜の連立方程式が得られる。

一方， UOJ式からなる母集団分布の場五，その尤度L(x, 9 立，………， Xn; e, p, d,)は

L (X1, X2,…… ,Xn; e'p'a) =l  (f) (x,位）p-1eか｛己（xt+a)P}
t = I 

であり，両辺に対数をとると(22)式は

JJ_,,,,..,,,~,,,_.,.n <tp 1:_,,_,_P 
tnL=ntn（万）＋ （p -1),f I t n (Xし＋ a)＋丁＿ _~. (xi+a) 

i=1 (}C=1 

となる。前述したのと同様に(23)式を P,{),aで偏微分して0とおくと

旦＝-%+ i伶（Xi+ct)＋%aptna-} _L (xi位）p/, n (Xi + ct') = Q 
0p p 2=1 f) t=1 

U9l 

120l 

(2Il 

(22) 

(23l 

(24) 

釦」、 n n“p n 
8 (} =—万―F+ 責さ (Xi+ Cl,)に。 125i 

8/nL 

°“ 
n l nP p-l p n P-

(P-l)L―+  -a r -'-~ L (xi+ a) r -= O 
i=』 Xi+a (j (ji=1 

(26) 

の連立方程式が得られる。 これにより (9l,UOl両式をもつ拡張ワイプル分布のバラメータの推定について

は上記の二つの連立方程式を解けばそれぞれ求めることができるが，それらはほとんど不可能に近いと言

わざるを得ない。

このことは，（9),UOI式なる拡張ワイプル分布において最尤法によるパラメータの推定が困難であるこ

とを示しているに他ならない。

は

ところで 9 (17)式において a=Oとおくとこれは (4)式なる母集団分布の尤度となるから，その場合(20)式

J1, p 
PL町
炉となり，故に
＝
 

nP-

。 n、

〇＝（厚）｝ (27l 
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となる。またu9)式は

となるから，この式に(27l式を代入すると）伝（"=J)=O和3、nXe-nin(}―;t (が
i=I t=I  

~ p 
n n.2エc↓n:z:,;..!! 
-- =1  + 2 in町＝0
p fヰi=1

e=1 

(28) 

となる。

(2'1),(28)両式はThoman等(5)の述べた式と同じであり，（4）式をもつワイプ）レ分布に対して最尤法からその

バラメータを求める場合には(28)式を満たすような形で反復計算によって形状パラメータ Pを求めること

ができると考えられる。一度Pが求まれば(}は四式の関係から求めることができると考えられる〇同様な

度となるから，その場合(25}式は

ことが(22l式についても言える。すなわちこの式においてct=Oとおくと，これは(5)式なる偲集団分布の尤

1!. p 
~X i 
＝上ユーとなり，故に
(J2 

n
-
0
 II, p 

2ェ、
O=i=』
n, 

(29) 

となる。

また，凶式は

となるから，この式に(29)式を代入すると
l”n  " 
-2 xfinエi=— +.2 、 nエ c
〇と I P e=1 

n. p 
2ェe/,n.Xi. 1 
e=1 --= 
n P 
24' 
Z=I 

1 n 
下．2、”x、
と＝1

(30) 

となる。(29)'(30)両式はCohen(I)の出した式と同じであり，これも(30)式を満たすような形で反復計算に

よってPを求めることができると考えられる。そして 9(29)式の関係からPより 0を求めることが可能であ

ると考えられる。以上のことから，（4)式または(5)式をもつワイプル分布のパラメータの推定については

両者とも最尤法によっても求めることができるが， 2で述べたようにその推定式は相異なるので注意をし

なければならないであろう。

さて．ここでの議論はa=Oとおいた場合におけるものであった。一方， aが未知数の場合は前記連立

方程式のどちらかを解かなければパラメータを見い出すことができないが，その場合はほとんど不可能

であることを前にのべておいた。しかしながら，もしaが経験的にある一つの値a。をもつことがわかっ

ている分布の場合は最尤法からパラメータを推定することは可能である。すなわち，あてはめようとす

る分布を(9)式とすれば，その式は

f (x) =（か（号）P-le冷）p-(~)p 

となる。この場合の最尤法による尤度方程式は以下の通りとなる。
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｛ 卓＋羞 tn( •;+%) ―n、11,(}十 n（デ）P、n（舟 ） 一必•ーデ）へ（デ）＝ 0

p 
11,P Pna。1
--- + 0 。P+1

(32) 

p £伍＋do)p
仁 I

=O  
(}p+I 

閲

但し， n ：標本数，エc：標本値

閲式より

！ 
1 " P P p 

(}=(-{2 (m+凶)-n凶｝）
n i 

“) 

となり、 この式を(3応文に代入すると " 

!!:..”:'_.!!:_,_ f i~1(xi +<1.o)p -na/ 
p囁‘n(.r、四o)―F‘n{‘=1 }+ 

(} 

2 p 
n-a。 1

” p .p 〔ヽ n凶ーァ‘n
2 (X i+aor-n~ 
t=1 

｛孟伍＋％）p-n必｝〕 屯匂％）~r l n (xi+ cto) -t t 11. {~伍＋ d。） P_n 凶·P
n ―£ （エげょ）p-n凶p〔ヽ n（エe＋凶）ーサ {C=1 n }〕 =0

i= 
ぼil

となる。

この結果， a=a。と固定すれば(9)式なる拡張ワイプル分布のパラメーターPはかなり煩雑ではあるが，

閲式を満たすような形で反復計算によって求めることができると考えられる。一度Pが求まれば閥式の関

係からパラメータf)を求めることができると考えられる。同様にUOJ式なる拡張ワイプル分布のパラメ

ータp'f)についても， a＝むと固定すると次の両式によって求めることができると考えられる。

A
U
 

もxげ凶）B＿n4f 
Z=l 

n, 

&. (X、+%)•pヽ n 伍＋cto) 1 1~.... n、/,n凶
•=1 --= -2、n(xげcto)+ 
I, (x,+ ct,i)'~ ncto!'p  n i~1 -・-,-'- -,. £ (x, + a。)p-nぷ
t=I i.=I 

このように二種類の拡張ワイプル分布のパラメータの推定はaをある値a。に固定することによって

最尤法から推定することは可能であるが，最大の難点は未知のパラメータ aをある値凶に固定すること

と，固定した後の計算がかなり煩雑になることである。しかしながら，前者については希望的観測ではあ

るが，ある樹種における色々な直径分布をあてはめる中で経験的にaがどの位の範囲であればよくあては

まるのかといった見通しがつきさえすれば，この分布は現実的なものになってくるであろう。後者について

はコンピューターを利用すれば，その煩雑さから解放されることは十分考えられるのである。

おわりに，この研究にあたっていろいろと貴重なご教示を賜った本学一般教育部数学の高橋隈ー教授に
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厚く御礼を申し上げる。
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